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1 Examen parcial 4 - Analitica 1

1.1 Preguntal

Considera la siguiente propiedad fundamental de los tridangulos en el plano: Dado cualquier tridn-
gulo ABC en el plano, las distancias entre sus vértices cumplen que

d(A,B) +d(A,C) > d(B,C)

y ademads, la igualdad se da si y solamente si los tres puntos son colineales (es decir, existe una
recta que pasa por los tres).

Usando esta propiedad demuestra que: 1. Dado cualquier triangulo ABC, se cumple que
d(B,C) —d(A,C) < d(A,B) 1. Dados dos puntos distintos F; y F, si otro punto P cumple que
d(P,F;) —d(P,F,) = d(F,, F), entonces P es colineal a F; y F,.

1.1.1 Respuestal

Sean ABC tres puntos cualesquiera, entonces se cumple que: d(A, B) +d(A,C) > d(B,C) por lo
qued(B,C) —d(A,C) <d(A,B).

Sean Fj, F, y P tres puntos, entonces d(P,F,) —d(P,F,) = d(F, F,) se cumple si y solo si
d(P,F) = d(F, F) 4+ d(P,F,), que a su vez se cumple si y solo si los tres puntos son colineales.

1.2 Pregunta?2

Sean F; = (—1,0) y F, = (1,0) dos puntos. Sea f = 3d(F;, F,) = 1. Recuerda que si escogemos un
nimero a > 0y tal que $ a<f$, entonces el conjunto de puntos

A=, y) | d(F, (x,y)) —d(F, (x,y))] = 2a}

es una hipérbola cuyos focos son los puntos F; y F,. El objetivo de este ejercicio es analizar el
casoen que 4 = 0y en que a = f 1. Encuentra todos los puntos (x,y) tales que |d(F, (x,y)) —
d(F, (x,y))| = 02. Encuentra todos los puntos (x,y) tales que |d(Fy, (x,y)) —d(F, (x,y))| = 2f.
Sugerencia: utiliza el ejercicio anterior

1.2.1 Respuesta 2

1. Un punto (x,y) satisface |d(Fy, (x,y)) — d(F, (x,y))| = 0 si y solo si d(Fy,(x,y)) =
d(F, (x,y)), es decir, si y solo si estd en la mediatriz del segmento F; F,, es decir los pun-
tos que satisfacen la condicién son el eje y



Alternativamente, se pueden hacer las siguientes cuentas:
La identidad |d(Fy, (x,y)) —d(F, (x,y))| = 0 es equivalente a

Vit 17 = i (-1

que es equivalente a

P2+ l=xr-2x+y* +1

y a su vez es equivalente a
x=0

Para le inciso 2, una opcion es notar que 2f es exdctamente la distancia entre F; y F,, por lo
que la condicién implica que

d(Fy, (x,y)) —d(Fy, (x,y)) = d(F, B)

es cierto, o bien
d(FZI ('xly)) - d(Fll (-x/y)) = d(Flle)

en cualquier caso, por el ejercicio anterior, (x,y) es colineal a F; y F,, es decir, y = 0 ahora bien, la
distancia de (x,0) a F; y Fa es |[x — 1| y |x 4+ 1| por lo que, si x > 1 la condicién original se reduce
a(x+1)—(x—1) =2que es cierto.

Analogamente, si x < —1, la condicién original se traduce a —(x — 1) + (x + 1) = 2 que de
nuevo es cierto.

Por otro lado, si —1 < x < 1, entonces tanto |x — 1| como |x 4 1| son menores que 2, por lo que
su diferencia lo es también, es decir, dichos puntos no cumplen la condicién. Con eso se concluye
que

{(x,0) }x <—-lol<x}

es el conjunto buscado.
En este caso, también se puede hacer “algebraicamente”:

2

(—\/y2+(x—1)2+\/y2+(x+1)2> =4

227 427 2y /a2 — 2w+ 2+ 1y a2+ 20 H 2+ 142 =4

—2\/x2—2x+y2+1\/x2+2x+y2+1:—2x2—2y2+2

Elevando al cuadrado ambos lados

4x* 4 8x2y7 — 8x? + 4yt +8y% +4 = 4xt +8x%y% — 8xF -4yt — 82 +-4

16y =0

Con lo que llegamos a la condicién y = 0, sin embargo, esto no es suficiente, dado que al elevar
al cuadrado para quitar los radicales, si el lado derecho no tiene el signo adecuado, ese paso no es
reversible. En este caso, necesitamos que —2x? — 2y + 2 sea negativo. Ademds, ya sabemos que
y = 0 por lo que la condicién se reduce a 2 — 2x* < 0



—2x2 42

(I1<xAx<oo)V(x<—-1A—-00<x)

Es decir, recuperamos la condicion x < —101 < x

1.3 Pregunta 3

Sean F; = (—1,0) y F, = (1,0) dos puntos. Sea f = 3d(F,F,) = 1. Seaa = 12. Encuentra la

S

ecuacién de la hipérbola

A= {(x,y) | 1d(F, (x,y)) —d(F, (x,y))| = 2a}

1.3.1 Respuesta

Una opcién es usar lo visto en clase para encontrar el valor de b usando la férmula

bZ — fZ o aZ
que en este caso es:
1 1
P=1--=_
2 2
es decir, b = \% por lo que la ecuacién de la hipérbola es
Y
2 !
es decir
XYy _q
1 1=
2 2
o lo que es lo mismo
2x =2y =1

La otra opcién es hacerlo todo algebraicamente (aunque esto solo es un caso particular de
como se deriva la ecuacién de la hipérbola)

<—\/y2+<x—1>2+\/y2+(x+1)2>2=2

2x2—|—2y2—2\/x2—2x—|—y2—|—1\/x2—|—2x—|—y2—|—1—|—2:2

—2\/x2—2x+y2+1\/x2+2x+y2+1 = —2x% — 2%
4x* + 8x%y” — 8x? + 4y + 8y* + 4 = 4x* + 8x%y* + 4y?
—8x2+8y*+4=0
8x* — 8y* =4
2x? -2y =1
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1.4 Pregunta4

Considera la ecuacion:

1. Si Py = (uy,u2) y P, = (v1,v2) son los dos vectores unitarios de un nuevo sistema de co-
ordenadas, escribe la condicién que deben satisfacer para que la ecuacién no tenga término
cruzado en dichas nuevas coordenadas.

Escribe la ecuacion caracterisica para A que permite encontrar los vectores P; y P,
Encuentra los vectores P; y P,

Escribe la ecuacion en el nuevo sistema de coordenadas (en las coordenadas w y z)
Describe geométricamente el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién. (;es una elipse
o una hipébola?, ;donde estan sus focos? etc)

Gl LN

Aqui hay cuatro opciones para la ecuacion, mismas que se obtienen de dos posibles ecuaciones
bajo dos posibles rotaciones:

La ecuacion 1 es x* + 3y? = 1y la ecuacion 2 es x> — 4y? = 1

Las dos rotaciones eran a 45 grados y a 30 grados.

Para obtener las cuatro ecuaciones posibles, definimos las matrices simétricas asociadas y las
matrices de rotacion:

Matriz 1

Matriz 2

Matriz de rotaciéon 1

—
| N‘%
N[ = w
N[N
o
| |

Matriz de rotacién 2

;

Matriz rotada 1: es la matriz 1 con la rotacion 1

3x2 512
5 VR

Matriz rotada 2: es la matriz 1 con la rotacion 2

-

N EN‘E
NS,

o NI
[
N1 N‘

W
| I

Ecuaciéon 1



Ecuaciéon 2

2x% — 2xy + 2y

Matriz rotada 3: es la matriz 2 con la rotacion 1
2

5 11
——+XJ7 y

Matriz rotada 4: es la matriz 2 con la rotacion 2
_ 5
b fJ
2 2

2
—3% + 5xy — 3

NI
“;‘

3]
=
—_

‘U‘I
ﬁg
W
[N o

Ecuaciéon 3

NI

Ecuaciéon 3

2
1.5 Respuesta

Para el inciso 1, bastaba que recordaran lo visto en clase, es decir, que el vector (u1, 1) debia ser
paralelo al vector (auy + §up, Suq + buy) cona, by c los coeficientes de x2, y2 y xy respectivamente.
Alternativamente, se podia hacer de nuevo la deduccién de ese hecho. Para eso, usamos la
matriz de rotaciéon dada por los vectores P; y P»
ecuacion rotada 1

3 2 5 2 3 2 5 2
w? (;1 — V3uuy + ZZ> +wz <3M101 — VBuyvy — V3uz01 + 5M202) + 2 <;1 —V3v10, + ;2>
Término cruzado ecuacién 1

3uq U107 uzvl S5u,
N U1 — 7[ —~=V3+ 702

o) e (5 %)

Es decir, si queremos que en el nuevo sistema, el término cruzado sea 0, necesitamos que la
ultima expresion sea cero, esto se traduce a que el vector ( 241 — @ — ‘[”1 + 2%

sea ortogonal

al vector (v1,v2), es decir, paralelo al vector (u1, ). También Con51dere la respuesta como validad
si decian que el término cruzado en wz tenia que ser cero.

(A ) -




A2 — 40 +3
A=3)(A-1)
las raices
1
3
1
2
_ V3
L 2]
F ]
2
_1
L 2 ]
)
2 2
1 _V3
2 2
=
4q -
7
] ] E ] ]
—i -2 [ 2 4
z
-7
-4

El resto de las soluciones las obtenemos con la funcién definida hasta el final. El procedimiento
es el mismo que para la ecuacién que ya se resolvio.



1.5.1 Solucién de la ecuacidon 2:

Ecuacion original:

2x% — 2xy + 2y

Ecuacién en w, z:

w? (2uf — 2uyuy + 2u3) + wz (4urv1 — 2u102 — 2up0; + 4upv) + 2% (205 — 2010, + 203)
término cruzado en w, z:

2141’01 — U102 — UV + 21/[2’02

factorizando v; y vy:

U1 (2u1 — le) + Us (—Ml + 2u2)

vector que es paralelo al vector P;:
2uq — Uy
—uq + 2up
ecuaciéon de paralelismo entre el vector anterior y P;:
2141 — Up . Aul
—up +2ur| | Aup
misma ecuacién igualada a 0

—)\M1+2M1—M2 . 0
—Aup —uy +2ux| |0

vectores que son perpendiculares a P;:

[-A+2 —1]

-1 —A+2]

Por lo que ellos son paralelos entre si y el area que determinan es cero:

A2 —4)+3=0
dicho polinomio se factoriza como:
(A=3)(A—-1)
Es decir, sus raices son:
1
3



Tomando cualquiera de los vectores que eran perpendiculares a P;, obtenemos P, sustituyendo
cualquiera de las raices del polinomio para A y normalizando:

1 -1
que tiene norma:

V2

Por lo que P, es:

-4
2 2
y el vector P; lo obtenemos rotando 90 el vector P»:
4 4]
2 2

con esos nuevos vectores, la ecuacién en w y z queda:

w<_ﬂ <_ﬂw_3z 2>_ﬂ<_ﬁw+3z 2)>+

2 2 2 2 2 2

+Z<_ﬁ (_ﬁw_sZ 2>+ﬁ(_2w+3zﬁ>>

que simplificando, queda:
w? + 322

como se buscaba. Finalmente, la ecuacién corresponde a

W 20T

15 1

I T T GG T T 1
=20 -15 —lllfﬁh_. -0.5 op 05 /I‘CI 15 20




Es decir, una elipse, como los vectores P; y P, determinan un sistema a 45, entonces la elipse
original estaba a 45:

Sy
4
2 .
)
T T 'y ﬂ T T
-4 -2 LN 2 4
X
-7 -
-4
1.5.2 Solucidén de la ecuacién 3:
Ecuacién original:
2 5 11
X gy Y

Ecuaciéon en w, z:
2 11 5 11 2 5
w2<_1/2 5u1\[32_uz>+wz<_u1201 51/[1\/52_'_ u2\/§1—uZU)—|—ZZ <_Z71_|_U1

término cruzado en w, z:

U101 5111 5M2 11M2
—g T VBmt T Veu - =

factorizando v; y vs:

4

vector que es paralelo al vector P;:

1
o1 <—”1+ ”2\/§> + 02 (54”1f—14”2>



—4 4223
|:5Zl\/§_ 114u2:|

ecuacion de paralelismo entre el vector anterior y P;:

4 4+%5)
54&\[_114@ — Aty

misma ecuacién igualada a 0

—Aup — 442237 [0
A+ 3312 ] T o

vectores que son perpendiculares a Pli
1 5\/3

5v/3 11
[Tf —A = Z]
Por lo que ellos son paralelos entre si y el 4rea que determinan es cero:
A +3L—4=0
dicho polinomio se factoriza como:

A=1)(A+4)

Es decir, sus raices son:

—4

1

Tomando cualquiera de los vectores que eran perpendiculares a P;, obtenemos P, sustituyendo
cualquiera de las raices del polinomio para A y normalizando:

[ o]

que tiene norma:

5V/3

2
Por lo que P, es:
£ 4
)
y el vector P; lo obtenemos rotando 90 el vector Ps:
1 4]
2 2

con esos nuevos vectores, la ecuacién en w y z queda:
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16 16 8 2 2 8 8 4

(B B )

11w 11z 5\/§ w \@z \/5 w \/§z 5\/5 \/§w z
+Z(16\@_16+8<2+2)+2<_8_ R
que simplificando, queda:

—4w? + 77

como se buscaba. Finalmente, la ecuacién corresponde a

o

Es decir, una hipérbola, como los vectores P; y P, determinan un sistema a 60, entonces la

hipérbola original estaba a 60:

11
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1 .
T T T G T T 1
-3 i 1 2 3
X
-1 -
-7
—3
1.5.3 Solucién de la ecuacién 4:
Ecuacion original:
3X2 yZ
T T
Ecuaciéon en w, z:
3u? 3u2 302 303
w? <—21 + duquy — ?) + wz (—3u101 + 510y + 5upv1 — 3up0y) + 2 <—;1 + 5010 — ;}2>
término cruzado en w, z:
3uq 5uq 5u; 3uy
IR R B R

factorizando v; y vs:

3u; . bup Su;  3up
o <_2+2)+Uz (2_2>

vector que es paralelo al vector P;:

Suy _ 3up

_ 3w Sup
2 2

ecuacion de paralelismo entre el vector anterior y P;:

12



S5Su; _ 3u

_ 3wy Suy r
o1 oX2
2 2

misma ecuacién igualada a 0

_)Lul _ 31/11 _|_ 5M2 0
—/\Mz + 51!1 3;!2_

vectores que son perpendiculares a P;:

A3 4]
3 -2-1]

Por lo que ellos son paralelos entre si y el drea que determinan es cero:
A 4+31-4=0
dicho polinomio se factoriza como:

(A=1)(A+4)

Es decir, sus raices son:
—4

1

Tomando cualquiera de los vectores que eran perpendiculares a P;, obtenemos P, sustituyendo
cualquiera de las raices del polinomio para A y normalizando:

5 3]

NG
NGt

que tiene norma:

gl
NS
N

Por lo que P, es:

S
NS

2

y el vector P; lo obtenemos rotando 90 el vector P»:
4]
2 2

con esos nuevos vectores, la ecuaciéon en w y z queda:

(7 (e r) 2 7))

13



+([( 2V +f2> f(zf +f2>)

que simplificando, queda:

—4w? 4 2

como se buscaba. Finalmente, la ecuacién corresponde a

Es decir, una hipérbola, como los vectores P; y P, determinan un sistema a 60, entonces la
hipérbola original estaba a 60:

14



15



	Examen parcial 4 - Analítica 1
	Pregunta 1
	Respuesta 1

	Pregunta 2
	Respuesta 2

	Pregunta 3
	Respuesta

	Pregunta 4
	Respuesta
	Solución de la ecuación 2:
	Solución de la ecuación 3:
	Solución de la ecuación 4:



